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EINLEITUNG 
Ich mochte hier iiber zwei Ansatze berichten, mit deren Hilfe man 
Auskiinfte iiber die absolute Galoisgruppe n = Gal(Q/Q) der algebraisch 
abgeschlossenen Hiille &e von Q iiber Q bekommen kann. Der erste besteht 
darin, /i in Automorphismengruppen von freien proendlichen Gruppen ein- 
zubetten, der zweite, Faktorgruppen von n direkt zu konstruieren. 
Letzterer Ansatz fiihrt auf geradem Weg zum Umkehrproblem der 
Galoistheorie. So entstand diese Arbeit such aus meinkn Beitragen “Zum 
Umkehrproblem der Galoistheorie” und “Realisierung der Ml2 als 
Galoisgruppe iiber Q” zu den DMV-Tagungen in Bayreuth 1982 und in 
Koln 1983. 
Nach wie vor ist die Frage offen, ob jede endliche Gruppe G als 
Galoisgruppe eines Erweiterungskorpers k/Q vorkommt. Wahlt man statt 
Q als Grundkiirper den K&per 8= C(t) der rationalen Funktionen iiber 
@, so wird das Analogon des Umkehrproblems der Galoistheorie fur R 
durch den Riemannschen Existenzsatz gel&t. Denn die Fundamen- 
talgruppe der an s Stellen $i ,..., 3, gelochten Riemannschen Zahlenkugel 
Lx!- 
ist isomorph zur Monodromiegruppe der maximalen aul3erhalb 
s : = (f&.., 6,) unverzweigten Uberlagerungsfllche. Zu jeder endlichen 
Faktorgruppe G von F(O, s) gibt es dann eine Riemannsche 
Uberlagerungsfllche JY von X mit einer zu G isomorphen 
Monodromiegruppe. Da 9(0, s) isomorph zu einer freien Gruppe von 
r = s - 1 Erzeugenden F,. ist und jede endliche Gruppe G Faktorgruppe 
einer freien Gruppe F, mit passendem r ist, kommt G als Galoisgruppe des 
Korpers fl der meromorphen Funktionen von Jf iiber I? vor. 
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In algebra&her Sprechweise lautet der soeben beschriebene Sachverhalt: 
Die Galoisgruppe des maximalen auoerhalb $ unverzweigten 
Erweiterungskorpers fi von R ist isomorph zur proendlichen Komplet- 
tierung der Gruppe 9(0, s), also zu einer freien proendlichen Gruppe von r 
Erzeugenden Q5,: 
Gal(&?/@g@(O,,)= (fll ,..., /I, I ~1~~~/3s=z),0p 
g (PI,..., P& = @r. 
Dabei konnen die topologischen Erzugenden /I, als Erzeugende von 
Tragheitsgruppen iiber r;i liegender Bewertungsideale $Jj von fi gewahlt 
werden. In dieser Version bleibt die Aussage such fiir algebraisch 
abgeschlossene Konstantenkorper k der Charakteristik Null anstatt @ 
richtig (siehe z.B. [ 131 oder [4, Ex. 6.4.2]), also such fur die algebraisch 
abgeschlossene Hiille 0 von Q, wenn nur 3, ,..., 0, iiber Q algebraisch sind. 
In dieser Arbeit wird nun versucht, mit Hilfe der bekannten Struktur von 
@, Aussagen tiber die absolute Galoisgruppe n von Q zu gewinnen: Sind S 
eine endliche Teilmenge der Primdivisoren von K = Q(t) und 
s = {ij,,..., +3, } die Menge derjenigen Primdivisoren von R= Q(t), die als 
Primteiler von p E s vorkommen, so ist der maximale auBerhalb S 
unverzweigte Erweiterungskorper ii;i von R iiber K galoissch mit einer zu 
einem semidirekten Produkt von @, mit ,4 isomorphen Galoisgruppe (Satz 
1.2). Damit operiert /1 als Gruppe (stetiger) Automorphismen auf @,. Fur 
r > 1 ergibt dies injektive Darstellungen von /i in die Automorphismen- 
klassengruppen Out( @,) (Folgerung 3.4). 
Im zweiten Teil der Arbeit werden Bedingungen hergeleitet, unter denen 
sich endliche Faktorgruppen von @, such als Galoisgruppen iiber K 
nachweisen lassen. Nach dem Hilbertschen Irreduzibilitltssatz treten diese 
Gruppen dann unendlich oft als Galoisgruppen iiber Q bzw. als Faktor- 
gruppen von /1 auf. Dies gelingt mit Hilfe der expliziten Beschreibung der 
Operation von /i auf der Kommutatorfaktorgruppe @,/@i (Satz 2.2). Die -- 
sich ergebenden Rationalitatskriterien fur Galoiserweiterungen N/K 
beruhen in $4 und 55 auf der Abzahlung von Klassen zullssiger 
Erzeugendensysteme in V-symmetrisierten Klassen-bzw. Verzweigungs- -- 
strukturen (Definitionen in $4) von G=Aut(N/K) modulo den Gruppen 
Aut(G) (Satz 4.3) und Inn(G) (Sltze 4.5 und 5.4). In §6 wird zusltzlich die 
Operation der Gruppe Aut(@0) auf den V-symmetrisierten Klassen- 
strukturen von G (Satz 6.2 und Zusatz 6.3) herangezogen, urn zu starkeren 
Rationalitatskriterien zu gelangen (Satze 6.4 und 6.5). 
Als erstes Anwendungsbeispiel werden in $7 die Gruppen PSL,,(F,) fiir 
ungerade q= fl untersucht. Dabei werden unter anderem die Gruppen 
Aut(PSL,(F,)) als Galoisgruppen iiber Q(t) nachgewiesen, wenn p im 
maximal reellen Teilkorper Qy) des n-ten Kreisteilungskiirpers Q(“) trage 
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ist und die Restklasse x von 5 = 2 - <, -&l (mit einer primitiven n-ten 
Einheitswurzel [,) den K&per IF, tiber IF, erzeugt (Zusatz 7.5). Als zweites 
Anwendungsbeispiel werden in $8 die Mathieugruppen M,, und M,, als 
Galoisgruppen iiber Q!(t) realisiert (Sitze 8.4 und 8.6). 
An dieser Stelle mochte ich mich noch bedanken bei den Herren Dr. A. 
Lubotzky und Professor J.-P. Serre, die mich auf eine Unstimmigkeit in 
einer alteren Version dieser Arbeit aufmerksam machten. 
1. DIE ARITHMETISCHE FUNDAMENTALGRUPPE 
Ich werde hier etwas allgemeiner vorgehen als in der Einleitung angekun- 
digt: Es seien k ein K&per der Charakteristik Null, k eine algebraisch 
abgeschlossene Htille von k und d die Galoisgruppe von k/k. Weiter seien 
K/k ein algebraischer Funktionenkorper vom Transzendenzgrad eins, was 
ich im folgenden stillschweigend voraussetzen werde, und vom Geschlecht 
g mit dem genauen Konstantenkbrper k sowie R= K Qk f E/E ist ein 
algebraischer Funktionenkorper, der aus K/k durch Konstantener- 
weiterung entsteht. nsi= fi, sei wie in der Einleitung der auDerhalb einer 
endlichen Teilmenge S = { p , ,..., p,} der Menge der Primdivisoren P’(K/@ 
von K/k unverzweigte und in einer algebraisch abgeschlossenen Hiille von 
R maximale Erweiterungskorper von E. Dann ist die Galoisgruppe von 
- -. 
M/K isomorph zur proendlichen Komplettierung der Fundamentalgruppe 
einer an s Stellen gelochten topologischen bzw. Riemannschen Flache vom 
Geschlecht g, diese wiederum ist isomorph zu 
mit [ai, aj] =a~:lor,-loli~j (siehe [12, Satz 11.11). Daher heil3t 
- - 
lir(P(K/k)\S) := Gal(A,/R) 
algebra&he Fundamentalgruppe der in S gelochten abstrakten 
Riemannschen Fliiche [Fn(K/k) oon K/k. Fur s # /zl ist n(P(E/Ik)\S) eine 
freie proendliche Gruppe vom Rang r = 2g + s - 1 und werde mit @, 
bezeichnet. 
Besteht S c P(K/E) aus allen Primteilern einer endlichen Teilmenge s 
der Menge der Primdivisoren (bzw. der Bewertungsideale ultrametrischer 
Betrlge) P( K/k) von K/k, so schreibe ich fur ii;r, such ii?,. 
BEMERKUNG 1.1. Sind K/k ein algebraischer Funktionenkiirper der 
Charakteristik Null und S eine endliche Teilmenge von P(K/k), so ist No/K 
eine galoissche Kiirpererweiterung. 
502 B. HEINRICH MATZAT 
Beweis. H,/K ist eine separabel algebraische Korpererweiterung. Jeder 
K fest lassender Monomorphismus y von L@~ in eine algebraisch 
abgeschlossene Hiille von R bildet R auf sich ab und permutiert nach 
Voraussetzung die Primdivisoren der Menge der Primteiler s von S in - - 
[FD(K/k). Da R, maximaler aul3erhalb s unverzweigter Erweiterungskorper 
von R ist, wird iii, durch y auf sich abgebildet. Also ist y ein 
Automorphismus von li;i,/K, und AS/K ist galoissch. 1 
Die Galoisgruppe von &?,/K heil3t arithmetische Fundamentalgruppe der 
in S gelochten abstrakten Riemannschen Fliiche P(K/k) von K/k: 
IT(P(K/k)\S) : = Gal(HS/K). 
SATZ 1.2. Ist K/k ein aufgeschlossener algebraischer Funktionenkiirper 
der Charakteristik Null, so ist die arithmetische Fundamentalgruppe 
ZI(P(K/k)\S) ein semidirektes Produkt der algebraischen Fundamental- 
gruppe l7(p(K/k)\S), wobei S die Menge aller Primteiler von S in p(X/k) 
ist, mit Gal(K/K): 
Gal(li;i,/K)rGal(W,/R) >a Gal(K/K). 
Beweis. Es seien r : = Gal(HS/K), Z7 der Normalteiler Gal(@s/X) von 
r und A(K) : = Gal(K/K)r A. 1st K/k aufgeschlossen, so gibt es einen 
Primdivisor p E P(K/k) vom Restklassengrad d(p) = 1. Der ultrametrische 
Betrag von K/k mit dem Bewertungsideal p 11Bt sich eindeutig zu einem 
ultrametrischen Betrag von K/fi fortsetzen, dessen Bewertungsideal p sei. 
Weiter sei ‘$ das Bewertungsideal einer Fortsetzung dieses Betrages auf 
I@ : = a,. Tr bzw. r, seien die Trlgheits- bzw. Zerlegungsgruppe von 
Q/p, diese sind abgeschlossene Untergruppen von r (siehe z.B. [ll, $7.31). 
Im Fall p $ S ist p in ii?/K unverzweigt, und es gilt Tr = 1. Weiter ist p in - - 
K/K unzerlegt wegen d(p) = 1 und in M/K vollzerlegt, da k algebraisch 
abgeschlossen ist. Also gelten r, n ZI= 1, (r,, IZ) = r, und es ist 
ein abgeschlossenes Komplement von Z7 in lY 
In Fall p E S ist r, n Z7= rT die Tragheitsgruppe von Cp/$i und damit 
isomorph zur proendlichen Komplettierung 2 von Z. Wegen T,/T,= A(K) 
bleibt hier noch zu zeigen, da13 Tr in r, ein abgeschlossenes Komplement 
besitzt. Dazu seien a, der Zerlegungskiirper und A, der TrHgheitskiirper 
von Q/n sowie Q8, bzw. ‘8, die durch q/‘$, bzw. ‘$/‘$, eindeutig 
bestimmten Bewertungsideale von iii, bzw. R,. Da p in MT/K 
unverzweigt ist, ist jedes Primelement ZE K zu p such Primelement zu g, 
in li;i, und QT in li;i,. Folglich sind die Komplettierung fir von M, 
beziiglich ‘$ T der Potenzreihenkbrper E( (z)) und diejenige von &# bezuglich 
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g der K&per &!= u,, N A?,($). D e miert man erzeugende Elemente z, f 
von &As)/@, fur Primzahlpotenzen e = pcI, p E f’$ rekursiv als 
Losungen von (z,)j’ = zpr-l mit zr = z, fur beliebiges e E BJ mit der Prim- 
faktorzerlegung e = n;= 1 py durch z, = n;= I (z#)” mit C;= I (e/pF)vi = 1, 
so gilt fur alle Teiler d von e die Vertraglichkeitsbedingung zd= (z,)? 
Wegen z E K operiert jedes 6 E d(K) auf den formalen Potenzreihen 
fW~CC41 k oe rzientenweise. Folglich gibt es unter den Fortsetzungen ff 
von 6 auf ar(ze) genau eine, diese sei 8@,, mit 8Jz,) =z,, und 6, sei die 
Einschrankung von ~7~ auf A, : = AiT n ii?. Die Menge 
A, := (8,~ Gal(@JK) 1 6 E A(K)} bildet eine zu A(K) isomorphe 
Untergruppe von Gal(&?JK), deren Fixkorper M, den Korper li;i, enthllt. 
Wegen der Vertrlglichkeitsbedingung gilt M, < M, fur die Teiler d von e, 
und M:= uecN M, ist ein Teilkiirper von ii?. Die Galoisgruppe A(M) : = 
Gal(M/M) ist wegen A(M)= n,, wI Gal( B/M,) eine abgeschlossene 
Untergruppe von TZ mit 
A(M)n IT= n Gal(li;illi;i,) = 1 
eE N 
und 
(A(M), r,) =Gal(i@/ikfnli;i,)=Gal(&?/n;j,)=r,, 
d.h. A(M) ist ein abgeschlossenes Komplement sowohl von rT in r, als 
such von II in r 1 
ZUSATZ 1.3. In der arithmetischen Fundamentalgruppe II(P(K/k)\S) - - 
besitzt die algebra&he Fundamentalgruppe Ii’(P(K/k)\S) in jeder 
Zerlegungsgruppe eines Bewertungsideals 9 E l?‘(a&) iiber einem Prim- 
divisor p E &K/k) vom Restklassengrad eins ein zu Gal (K/K) isomorphes 
abgeschlossenes Komplement. 
Durch Ubergang zu Faktorgruppen nach unter A(M) invarianten 
abgeschlossenen Normalteilern von Z7 ergibt sich aus Satz 1.2 die folgende 
proendliche Version von Satz 1.1 in [lo]: 
SATZ 1.4. Sind K ein aufgeschlossener Funktionenkiirper der 
Charakteristik Null mit Konstantenkiirper k und n/K ein galoisscher 
Funktionenkiirper mit Konstantenkiirper I?, so ist Gal(N/K) isomorph zu -- 
einem semidirekten Produkt von Gal(N/K) fir K= K Ok k mit Gal(K/K): 
-- 
Gal(N/K)rGal(N/K) >a Gal(K/K). 
Sind k ein K&per, I? eine algebraisch abgeschlossene Hiille von k und 
K/E ein algebraischen Funktionenkorper, so heiBt ein algebraischer 
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Erweiterungskorper Iii von R iiber k definiert, wenn es einen algebraischen 
Funktionenkorper K/k mit dem genauen Konstantenkijrper k und eine 
regulare Korpererweiterung N/K gibt mit K Qk k= i? und N Qk k= m; -- -- 
k bzw. K heiben dann Definitionsk6rper von NjK. 1st N,fK galoissch, so 
- - . . - - . . 
heil3t N/K uber k bzw. K als Galoiserweiterung deliniert, wenn N/K uber K 
deliniert ist und zudem N/K galoissch ist; in diesem Falle nenne ich k bzw. -- 
K eigentlicher Defnitionskiirper von N/K. 
FOLGERUNG 1.5. Sind unter den Voraussetzungen zu Satz 1.2 die Gruppe 
Y eine charakteristische abgeschlossene Untergruppe von ZZ= Z7(P(j?/k)\S) 
und m der Fixkiirper von Y, so ist K Definitionskiirper von X/i?. 
Beweis. Die von Y und einem Komplement 1 von ZZ in 
r=ZZ(P(K/k)\!%) erzeugte Untergruppe p von r ist ein semidirektes 
Produkt: Q= Y >a d”. Folglich ist der Fixkorper N von p ein regularer 
Erweiterungskorper von K mit N Ok k= n. (Im allgemeinen ist K kein -- 
eigentlicher Delinitionskijrper von N/K.) 1 
BEISPIEL 1.6. Es seien E/Q ein aufgeschlossener elliptischer 
Funktionenkorper, E= E @o Q und I@ der maximale unverzweigte - - 
Erweiterungskorper von E. Dann ist Z7= Gal(M/E) eine freie abelsche 
proendliche Gruppe von zwei Erzeugenden: naf x f. Der Kern Y,, eines 
Epimorphismus von I7 auf Z, x Z, ist eine offene charakteristische 
Untergruppe von IZ, dessen Fixkiirper i?, sei. Nach Folgerung 1.5 ist i?,/i? 
iiber E und Q deliniert, d.h. &,/i? wird durch ein Polynom mit rationalen 
Koeflizienten erzeugt (n-Teilungspolynom). 
2. OPERATION VON n AUF DER KOMMUTATORFAKTORGRUPPE i-i 
Von nun an seien der Einfachkeit halber stets k = Q und A = Gal(CI/Q) 
die absolute Galoisgruppe von Q. Weiter seien K/Q ein aufgeschlossener 
algebraischer Funktionenkiirper vom Geschlecht g, P(K/Q) die Menge der 
Primdivisoren von K/Q, S eine endliche Teilmenge von P(K/Q), 
R=KOQ&P und S={$i ,,..., p,} die Menge der Primteiler von S in 
lP(R/&a). Dann besitzt nach Satz 1.2 die algebraische Fundamentalgruppe 
zz= zz(P(i+q3)\S) in der arithmetischen Fundamentalgruppe r= 
Z7(P(K/Q)\!%) zu A isomorphe Komplemente, und diese operieren durch 
Konjugation auf 17. 
BEMERKUNG 2.1. Zst K/Q ein aufgeschlossener algebraischer 
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Funktionenkiirper und ist S E rrP(K/Q), so gibt es zu jedem Komplement ;i 
von I7 in r einen Homomorphismus 
;I: A --* Aut(l;l), ha(n) 
mit 
a(n):n+n, ytqy) := &P, 
wobei 1 dasjenige Element von .? ist, dessen Einschriinkung auf 0 gerade I 
ergibt. 
Urn die Operation von a! auf 17 besser beschreiben zu konnen, stelle ich 
fest, dal3 in der algebraischen Fundamentalgruppe 
n= <a,,..., azg, P1~...~PsI Ca,,a21...Ca2~-,,a2,1P1...Ps=t)top 
die Erzeugenden /Ij fiir j= l,..., s als topologische Erzeugende von 
Tragheitsgruppen gewisser i.iber $jj liegender Bewertungsideale qj von 
B = i@, gewlhlt werden konnen (siehe z.B. [ 12, Satz 8.33 fiir 15 = C): 
Weiter werden durch die Einschrankung A(K) = Gal(@K) von ;i auf K die 
Primdivisoren aus S vermoge p,(i) := I(iij) fur Iz E A(K) permutiert, 
insbesondere ist 
d,:A(K)-+S,, 
~~(&::nl,) 
eine Permutationsdarstellung von LI( K) g ,I in die symmetrische Gruppe 
S,. Mit diesen Bezeichnungen lassen sich die Bilder der Klassen flj = fijII 
in der Kommutatorfaktorgruppe n= ZZ/Z7’ von II angeben: 
SATZ 2.2. Fiir das Produkt d von a und der kanonischen Abbildung von 
Aut(Z7) in Aut(n), also 
d: /f + Aut(n), n-w), 
und die Klassen bj = bin’ der Erzugenden pi von II gilt 
d(n)(8j) = Si(,$ 
mit dem durch l(c) = jc(” fir jede Einheitswurzel [ E 0 definierten Charakter 
c:A-+fX, Al+c(I); 
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insbesondere ist d fiir g = 0 unabhiingig von dem gewiihlten Komplement /? zu 
II in r. 
Beweis. Wegen I.(pj) = pnc j) ist das Bild unter z(A) der Trlgheitsgruppe 
n74gjl@j)= (8j)top 
(BA(j)>top, 
konjugiert zur Trlgheitsgruppe Z7,((8~Ci,/~~C,,) = 
d.h. z(J)(p,) ist konjugiert zu /Q j) mit sj~ Z x, woraus 
a(l)(/?j) =&( jI folgt. ZZ ist eine freie abelsche proendliche Gruppe vom 
Rang r = 2g + max{ 0, s - 1 } mit den beiden Relationen PI . . . ps = i und 
&l, ..+ e(S) = i. Folglich ist s1 = ... = E,? = : s(A), und E: /i -+ 2! X ist ein 
Homomorphismus. 
Zur Bestimmung von E nehme ich an, daD s c P(K/k) ein p mit d(p) = 1 
enthilt, was sich stets durch Hinzunahme eines solchen erreichen la& und 
es seien p=p,, p=p,, $=Q, sowie (/?),,,=Z7r(Q/@). Weiter seien W 
der Fixkorper von Z7’, $’ das Bewertungsideal von n;i’ mit ‘$/‘$’ und ii-i; 
der Tragheitskiirper von ‘$‘/p. Dann ist Gal(A’/pT) = ( B)top, und es gilt 
d(n)(b) = /?@I. Da p in A&/K unverzweigt ist, ist ein Primelement z E K zu 
p such Primelement zu dem Bewertungsideal 9; von @. mit ‘$‘/$3;.. 
Folglich sind der Potenzreihenkorper 0((z)) die Komplettierung & von 
li;l; beziiglich ‘$(; und I@’ : = U, E N Q(z,) mit den im Beweis zu Satz 1.2 
konstruierten z, die Komplettierung von II~’ beziiglich ‘$‘. Wegen (z,)~ = 
z E li;i; gibt es fur die Fortsetzung fl von /!? in Gal(&‘/@,) eine primitive 
e-te Einheitwurzel c, mit /?(z,)=[<z,. /1(K) operiert auf den formalen 
Potenzreihen f(z) E 0 [ [z] ] koefhzientenweise, also existiert fiir jede 
Fortsetzung fi von AEA(K) auf Q(ze) wegen (~(z~))‘=z eine e-te 
Einheitswurzel [e mit fi(z,) = rCz,. Auf Grund von I/!?ls-l = p(i) gilt 
und die Homomorphismen E und c stimmen iiberein. 1 
FOLGERUNG 2.3. Im Faile K = Q(t) ist der Homomorphismus d durch 
Satz 2.2 eindeutig bestimmt. Gilt zustitzlich d(p) = 1 ftir alle p E S, so ist d 
die Potenzierungsabbildung 
d: (1+ Aut(i7)sGL,- ,(t), ll-+d((n) 
mit 
&I): n+ i7, Y++YC(I) 
und dem Charakter c(A) aus Satz 2.2. 
Beweis. Fur K = Q(t) wird Ii wegen g = 0 erzeugt durch die Klassen 
Bj = /Iin’ fiir j = l,..., s mit der einzigen Relation PI . . . Bs = i, d.h. ii ist eine 
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freie abelsche proendliche Gruppe von r = s - 1 Erzeugenden, und es gilt 
Aut(R)r GL,(z). Weiter ist dann d durch die Bilder von /Ij festgelegt. Sind 
dariiber hinaus die Restklassengrade der p E S alle eins, so ist 
d,: n(K) + S, die triviale Abbildung, und es gilt L(j) = j fiir alle j = l,..., s, 
woraus fiir beliebiges 7~ if folgt d(n)(y) = yC(‘). 1 
FOLGERUNG 2.4. Fiir eine galoissche Erweiterung R/Q(t) mit iiber Q(t) 
definierten Verzweigungsdioisoren (ds(A(Q(t)) = 1) und einer a6eIschen 
Galoisgruppe G ist der voile Kreisteilungskiirper Qab eigentlicher Definitions- 
kiirper. 
Beweis. Wegen d,(A(Q(t))= 1 gilt fiir v~fl nach Folgerung 2.3 
d(A)(j) = y=(? Also ist Kern(d) = Kern(c) der volle Kreisteilungskorper, 
der nach dem Satz von Kronecker-Weber die maximale abelsche 
Erweiterung Qab von Q und damit der Fixkiirper der Kommutatorgruppe 
A’ von /1 ist. Daher operiert A’ vermoge d trivial auf der Gruppe Ii und 
deren Faktorgruppe G. Folglich ist R/Qab(t) galoissch mit einer zu G x /i’ 
isomorphen Galoisgruppe. Bezeichnet N den Fixkiirper eines direkten 
Komplements zu G in dieser Gruppe, so ist N/Qab(t) regular und galoissch 
mit einer zu G isomorphen Galoisgruppe. Wegen N @ oab Q = m ist Qab(t) 
eigentlicher Detinitionskorper von R/Q(t). 1 
Ein anderer Beweis zu Folgerung 2.4 lindet sich als Beispiel 4.6 in [lo]. 
Eine entsprechende Aussage gilt nicht fur allgemeine Grundkorper j?, wie 
im folgenden Beispiel gezeigt wird: 
BEISPIEL 2.5. Wie im Beispiel 1.6 seien E/Q ein aufgeschlossener ellip- 
tischer Funktionenkiirper, ,!? = E @ o 0, R der maximale unverzweigte 
Erweiterungskorper von E und R = 2 x 2. Dann sind i-I = n und d = a. 
Der Fixkiirper von Kern(a) ist der Koordinatenkiirper aller 
n-Teilungspunkte von E. Besitzt zudem E/Q keine komplexe Mul- 
tiplikation, so ist der Index von a(n) in Aut(Z7)~GGL,@) nach [ 141 -- 
endlich. Insbesondere ist dann Qab fur M/E und die abelschen 
Erweiterungen E,/E aus Beispiel 1.6 mit zu 2, x 2, isomorpher 
Galoisgruppe im allgemeinen kein eigentlicher Delinitionskorper. 
3. DARSTELLUNGEN VON /i IN OUT(@J~) 
In diesem Paragraphen sei stets K= Q(t) vorausgesetzt. 1st zusltzlich 
s = 2, so ist die algebraische Fundamentalgruppe 17 = (fll f12 \ /I1 & = r)top 
eine freie proendliche Gruppe vom Rang eins @I z f. Wegen 17 = i=i stim- 
men die Abbildungen a und d in Satz 2.2 i&rein und sind unabhangig 
vom Komplement 1 zu 17 in der arithmetischen Fundamentalgruppe r. 
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BEMERKUNC 3.1. Fiir K= Q(t) und ISI = I?$( =2 ist 
a: A + Aut(Z7)rz ‘, k+a(A) 
mit 
a(n): n-P nrt, )) ++ p) 
ein surjektiver Homomorphismus mit Kern(a) = A’. 
Beweis. Wegen Is/ = ISI ist d,(A(Q(t)))= 1. Nach Folgerung 2.3 gilt 
daher d(L)(y) = y ‘(‘) fur jedes ;1 E /1 und jedes y E Z7, und es ist 2 surjektiv 
mit Kern(a) = Kern(c) = (1’. 1 
Im Falle s = 2 und ) .55/ = 1 zerfallt der Primdivisor p E s vom 
Restklassengrad d(p) = 2 iiber einem quadratischen Erweiterungskiirper 
k( t)/Q( t) in zwei Primdivisoren. 
BEMERKUNC 3.2. Zm Falle K= Q(t), ISI = 2, (S( = 1 sei k(t)/Q(t) der 
Zerfallungskiirper des p E S. Dann ist der Kern des Homomorphismus 
&t+Aut(I7)&“, ha(~) 
aus Bemerkung 2.1 fur ein reellquadratisches k/Q wie oben A’, fiir ein 
imaginarquadratisches k/Q hingegen ist Kern(a) die Galoisgruppe 
Gal(Qe/Q;b) von 0 iiber dem maximal reellen Teilkiirper QFb von Wb. 
Beweis. Nach Voraussetzung ist d,(A(Q(t))) = S,. Daher ist Kern(a) 
wegen & = /3;’ die Vereinigung von (2 E /1 1 fiiC,, = /?i, c(1) = 1 } = /1’ und 
A* := {LEA ( fll(l)=/l?;‘, c(L) = -11, wobei ,4* eine Teilmenge ist von 
Gal(Q/C.l~b)={l~~(c(l)~{l,-l}} =:/jr. 
Fur ein reellquadratisches k/Q gilt plCl, = /?i fur jedes 2~ A’, woraus 
A* = @ und Kern(a) = A’ folgen. 1st k/Q imaginlrquadratisch, so ist 
B nC1) = & = 8;’ fur alle 1 E n’\/i’, und es ergibt sich Kern(a) = A’. 1 
Aus der Bemerkung 3.2 folgt insbesondere, daD fur Galoiserweiterungen 
N/&h(t) mit s=2 und d&A(Q(t))) = S, bereits CPFb(t) eigentlicher 
Definitionskorper ist, wenn das p E S E P( Q( t)/Q) einen Zerfallungskorper 
k(t) mit imaginarquadratischem k/Q besitzt. 
SATZ 3.3. Fur K = Q(t) und s - 1 = r 2 2 ist der Homomorphismus 
a: A .+ Aut(n) r Aut(@,), h+a(:(n) 
aus Bemerkung 2.1 injektiv, und es gilt z(A) n Inn(n) = 1. 
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Beweis. Es sei A, der Zentralisator der algebra&hen Fundamen- 
talgruppe IZr@, in der arithmetischen Fundamentalgruppe f. Wegen 
Z(@,) = 1 (Zentrum) ist n,nZZ= 1, und die von ,4, und ZZ erzeugte 
Untergruppe r, von r ist ein direktes Produkt: r, = I7 x A,. Der Fixkorper 
M, von A, ist daher iiber dem Fixkorper k,(r) von r, galoissch mit einer zu 
@, isomorphen Galoisgruppe. Folglich ist die Zuordnung der Zwischenkor- 
per L von M@,(t) auf J? = L @‘k, &p von i@/Q(t) ein Verbands- 
isomorphismus, d.h. jeder Zwischenkorper L von G/&P(t) ist bereits iiber 
k,(t) deliniert. Nach einem Satz von Belyi [ 1, Th. 41 kommen bis auf 
Isomorphie alle Funktionenkijrper vom Transzendenzgrad eins tiber Q als 
Zwischenkorper von n/Q(t) vor, insbesondere such alle elliptischen 
Funktionenkorper E mit algebraischer g-Invariante a(E). Da dann k,(t) 
Delinitionskijrper von @Q(t) ist, ist i(E) E k, fiir jede algebraische g-In- 
variante, d.h. k, ist wegen k, < 0 der Kijrper aller algebraischen Zahlen 0, 
und es ist II,= 1. 
1st nun 
a(n): n-b l7, ylJ(y) = &‘yx-’ 
ein innerer Automorphismus von L7, so gibt es ein 6 in mit x(y) = 6-$5 
fiir alle y E IZ. Dann ist ST Element von A, = 1, woraus I= I folgt wegen 
Lzn;I=l. 1 
Der von Belyi [ 1, Cor. zu Th. 43 angegebene Monomorphismus von n 
in Aut(@,) ist als Spezialfall in Satz 3.3 enthalten. Fur den Rest dieses 
Paragraphen setze ich wie zu Folgerung 2.3 voraus, da13 d(p) = 1 ist fur alle 
p E S. Weiter seien Out( @,) = Aut( Qr)/Inn( @,) die Automorphismen- 
klassengruppe von @, und 
IC,: Out(@,) + Out@,)rGL,(f) 
der kanonische Homomorphismus. 
FOLGERUNG 3.4. Es gibt eine surjektive Darstellung d, und injektive 
Darstellungen d, fir t-22 van n in Out(@),) mit d,(n’)<Kern(k,). 
Beweis. Man nehme als dl den Homomorphismus a aus Bemerkung 3.1 
und als d, fur r 2 2 das Abbildungsprodukt von irgendeinem a aus Satz 3.3 
mit der kanonischen Abbildung von Aut(QP,) auf Out(@,). Fur diese gilt 
dann qd,(A’) = d(,4’) = 1 nach Folgerung 2.3. 1 
Fiir s-l=r>2 ist die algebraische Fundamentalgruppe 
n= (Bl,..., B, I Bl’*.Ss= I)top isomorph zur freien proendlichen Gruppe 
@r= <BlY~ lL)top> und die arithmetische Fundamentalgruppe Tr IL x n 
ist wegen Inn(L und a(n) n Inn(n) = 1 isomorph zu der Untergruppe 
48119612.13 
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Inn(Z7) x J(n) von A I : = Aut(@,). Bei Identifikation von 17 und Inn(Z7) 
ergibt sich: 
FOLGERUNG 3.5. Es gibt eine injektive Darstellung 
d2: A + A2 = Aut(@& Qi, = (P*, 8&p> 
mit d2(A’) d C,,(fi,/?z) (Zentralisator). 
Beweis. Nach Zusatz 1.3 existiert innerhalb der Zerlegungsgruppe 
rz(‘!&/p3) ein Komplement ;i zu I7 in E Wegen (/?3)top=rT($Jp3)d 
rdh/~~) ad 2 < Nr((P3 >,,,) PJormalisator) und h(A) < NA2(M3 >,,,J 
mit /Ii&b3 = 2. Unter Verwendung von Satz 2.2 folgt hieraus 
d2(L)(fi3) = /I$“), und es ist d2(A’) E CA&) wegen A’ = Kern(c). 1 
4. SYMMETRISIERTE VERZWEIGUNGSSTRUKTUREN 
Von nun an seien wieder K/k ein aufgeschlossener algebraischer 
Funktionenkiirper vom Geschlecht g, s E P(K/k), R= K Ok li; -- 
5 = {p E IFp(@) 1 p/p, p E S > mit IsI = s sowie N/K eine Galoiserweiterung -- 
mit m < ii;i : = a, und Gal(N/K) = G. Nach Voraussetzung permutieren 
die Elemente 6 der Galoisgruppe A(K) von R/K, diese ist zu A = Gal(&/k) 
kanonisch isomorph, die Primdivisoren aus S vermoge 6(p,) = ii,(,), und 
d,: A(K) + S,, 
6c(6:1):::6;)) 
ist eine Permutationsdarstellung von A(K) bzw. A in die symmetrische 
Gruppe S, von s Elementen. Fiir V < S, hei& K Dejhitionskbrper der 
V-Verzweigungsdivisoren von N/a bzw. von s, wenn d,(A(K)) < V gilt. 
Insbesondere ist der Fixkijrper von Kern(ds) Delinitionskiirper der -- 
Verzweigungsdivisoren (V= 1) von N/K (in [lo] Delinitionskijrper der -- 
Verzweigungspunkte von N/K). 
Ziel dieses Paragraphen ist es, fur k = Q zu einem vorgegebenen -- 
Delinitionskiirper der V-Verzweigungsdivisoren von N/K Erweiterungskbr- 
per kleinen Grades finden, die Delinitionskorper bzw. eigentliche 
Delinitionskorper von N/e sind. Dazu identiflziere ich G = Gal(N/@ mit 
der Faktorgruppe von n= Z7(p(~/o)\s) nach Y = Gal(n/R). Dann wird 
G erzeugt durch die Klassen pi : = ai Y und aj : = /Ii Y fur i = i,..., 2g bzw. 
j = l,..., s, mit der Relation [p, , p2] . . . [pL- i, pzg] CT, . . . CT, = z. Ein solches 
Erzeugensystem 3 = (pi ,..., pk, cri ,..., a,) nenne ich ein (2g + s)-gliedriges 
g-zulassiges Erzeugendensystem von G, und 3,,(G) sei die Menge dieser 
Erzeugendensysteme. Y ist durch 3 als Kern des Homomorphismus 
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$: n + G mit J/(q) = pi, $(pj) = uj eindeutig bestimmt und werde deshalb 
als Kern von 3 bezeichnet: Y = Kern(l). Jedes (2g + s)-gliedrige g-zullssige 
Erzeugendensystem 3 von G liefert umgekehrt als Fixkiirper von Kern(3) 
einen Korper fl> R mit Gal(N/R)r G, dabei stimmen diese K&-per fur 3 
und ;i genau dann iiberein, wenn Kern(3) = Kern(j) ist bzw. wenn es einen 
Automorphismus cp E Aut( G) gibt mit 3 = (~(3) = (cphL dd. 
Demgemal3 werden die auBerhalb S unverzweigten Erweiterungskorper 
R/g mit einer zu G isomorphen Galoisgruppe klassifiziert durch die 
Quotientenmenge 3f,,( G) : = &,(G)/Aut( G); dies nenne ich die Hurwitz- 
Klassifikation. 
Fur ein beliebiges Komplement 2 von Z7 in r = Z7( P(K/&p)\Z$) und I E /1 
operiert a(L) aus Bemerkung 2.1 auf den abgeschlossenen Untergruppen Y 
von Z7 mit 17/!PgG bzw. den augerhalb S unverzweigten Galois- -- -- 
erweiterungen N/K mit Gal(N/K)r G. Durch fjbertragung auf 3,,(G) 
ergibt sich die von 2 abhangige Operation 
&A0 3,,(G) --f 3,,(G), 
3 = (Plv-9 e&-+X(3) = o&l),..., q4, 
mit 
;z(Pi) = a(A>(ai) Kern(a) fur i= l,..., 2g, 
x(uj) = J(J+NPj) Kern(3) fur j= l,..., s. 
Bei dieser Definition ist x(N) der Fixkorper _von Kern(X(3)) = 
XKern(3) x-‘. Da- fur zwei Komplemente 2 und ,? von 17 in r der 
Automorphismus a(1) J(n) -’ von l7 ein innerer Automorphismus ist, ist 
die Operation von a,(L) auf 3B,s(G) : = $,(G)/Inn(G) unabhangig von 2: 
BEMERKUNG 4.1. Die Operation 
&(A): 3;,s(G) + 3;,s(G), jHA(j) := T(3) 
von I E A auf den Klassen (2g + s)-gliedriger g-zuliissiger Erzeugenden- 
systeme von G modulo Inn(G) ist wohldefiniert. 
Da x((aj) nach Satz 2.2 zu (T fi’(:‘, konjugiert ist, kann dG(A) nur dann die 
Klasse von 3 in 3;, auf die Klasse von 3 abbilden, wenn Zj konjugiert zu 
6$‘, ist. Dies motiviert die folgenden Delinitionen: Es seien Cj= [aj] die 
Konjugiertenklasse von aj in G und V eine Untergruppe von S,, dann 
hei8en 
(1. : = (Cl )...) C,) 
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die Klassenstruktur und 
-- 
die V-symmetrisierte Klassenstruktur von N/K bzw. von G. Sind n : = IGI E ?? 
turd R, : = L?/nt (bzw. R, = Z/nZ fiir n E PU), so nenne ich 
6 = ((C, )...) C,)) := u (c; )...) cg 
VERf 
die Verzweigungsstruktur (in [lo] feine Verzweigungsstruktur) und 
V(G) := u (WW(l)~...~ C,,,,)) 
WSV 
die V-symmetrisierte Verzweigungsstruktur von 8/R bzw. volt G. Weiter 
seien 
3,( V(G)) = (3 = (PI,-., 0,) E 3g,,(G) I (0, T-.., g.,) E W,))~ 
3~(V(~)) := 3,(V(~)YInn(G), 3;(V((5;)) := 3,(V(~))/AutvcG,(G) mit 
Aut,,,,(G):= {cpEAut(G) ( &V(G))= V(6)). Aus Bemerkung 4.1, Satz 
2.2 und obigen Definitionen ergibt sich nun: 
FOLGERUNG 4.2. A operiert vermtige d, auf3f( V(G)) und 3;( V(G)). 
Bezeichnet man nun die Elementanzahlen von 39 V(G)) bzw. 3;( V(G)) 
mit I:( V(G)) bzw. 1;( V(G)), so erhllt man zunlchst (vergleiche [lo, Satz 
3.33): 
-- 
SATZ 4.3. Sind K/o ein algebraischer Funktionenkiirper, N/K eine 
Galoiserweiterung mit der Gruppe G und der Verzweigungsstruktur 6 und 
K/Q ein aufgeschlossener Definitionskiirper der V- Verzweigungsdivisoren von -- -- 
N/K, so gibt es einem Definitionskiirper K” von N/K mit 
(K? K) < I,( V(G)). 
- - 
Beweis. Es seien Gal(M/N) = Kern(l), 5 die Klasse von 3 in 3&(G) und 
A; := (2 ~/1 ( do(A)(i)= L(z) = j>. Dann ist nach Folgerung 4.2 der 
Ftxkorper k” von A; Erweiterungskorper von Q vom Grad 
(k”: Q-p) = (A: A;) <@V(6)). 
R ist galoissch iiber K” = K @o k”, und K“ ist als Erweiterungskorper von 
K ein aufgeschlossener Funktionenkorper, folglich ist nach Satz 1.4 
-- 
Gal(N/K”) z Gal(N/K) >Q Gal(K/K”), 
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d.h. Gal(N/R) besitzt in Gal(N/K”) ein Komplement, dessen Fixkorper N” 
ein regullrer Erweiterungskorper von K“ ist mit N” @p 0 = N. 1 
ZUSATZ 4.4. Ist dariiber hinaus Z(G) = 1, so gilt fir die Galoisgruppe der 
galoisschen Hiille N von N”/K”: 
Gal(N/K”) <Aut.(,,(G). 
Beweis [lo, Satz 4.3b]. 1 
Ein dem Satz 4.3 entsprechendes Resultat fiir eigentliche Delinitions- 
kiirper kann ich leider nicht ohne Zusatzvoraussetzung beweisen: Es sei K 
wie in Satz 4.3 ein aufgeschlossener Deflnitionskiirper der V-Verzweigungs- -- 
divisoren einer Galoiserweiterung N/K mit der Galoisgruppe G. Gilt dann 
fiir einen Primdivisor p E IP *(K/Q) : = {p E P’( K/Q) 1 d(p) = 1 } und Prim- 
teiler FE IFD(K/a), $E P(n/Q) von p, daD der Normalisator der 
Trlgheitsgruppe G.(‘$/@) in G ein Komplement besitzt, so sage ich: K -- 
erffillt die Normalisatorbedingung Xc(p) fiir N/K. Diese ist insbesondere 
dann erfiillt, wenn es einen in m/K unverzweigten Primdivisor p E P,(K/Q) 
gibt und Z(G) ein Komplement in G besitzt. 
-- 
SATZ 4.5. Sind K/O ein algebraischer Funktionenkiirper, N/K eine 
Galoiserweiterung mit der Gruppe G und der Verzweigungsstruktur 6, K/Q -- 
ein aufgeschlossener Dejmitionskiirper der V-Verzweigungsdivisoren von N/K 
und gilt No(p) fur ein PE P,(K/Q), so gibt es einen eigentlichen -- 
Definitionskiirper K’ von N/K mit 
(K’: K) < I;( V(E)). 
Beweis [lo, Satz 5.2 mit Zusatz 5.31. m 
Satz 4.5 1aDt sich zum Beispiel auf Galoiserweiterungen N/O(t) mit 
Delinitionskorper der Verzweigungsdivisoren Q(t) und die folgenden 
Galoisgruppen G anwenden: Fur G = S, und die Verzweigungsstruktur 
6 = ((C,, C,- I, C,)), dabei sind die C, die Klassen der v-Zyklen, gilt 
ii(S) : = 16(G) = 1 [ 10, Lemma 6.11. Dasselbe gilt such fur die Gruppe F, 
von Fischer und Griess mit der Verzweigungsstruktur 6 = ((C,, C,, C,,)), 
wobei C2 die Klasse der Fischer-Involutionen, C3 die Klasse der Elemente 
dritter Ordnung vom Suzuki-Typ und C,, die Klasse der Elemente der 
Ordnung 29 bedeuten [ 163. In beiden Fallen ist also Q(t) eigentlicher 
Delinitionskiirper von s/Q(t), d.h. die Gruppen S, und F, sind iiber Q(t) 
als Galoisgruppen realisierbar. 
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5. EINHEITSWURZELN 
Einen abelschen Teilkiirper eines jeden eigentlichen Delinitionskorpers 
K’ einer galoisschen Erweiterung N/R mit der Gruppe G der Ordnung n, 
der Klassenstruktur 6 = (C, ,..., C,) und der Verzweigungsstruktur 
6 = ((C, ,..., C,)) kann man explizit angeben. Dazu vergrobere ich die 
Operation da von /1 auf $( V(G)) aus Bemerkung 4.2 zu 
mit 3~(JW)) = {(Pi,..., 0,) E 3iJG) I (a1 ,-., a,) E VW}. 
BEMBRKUNG 5.1. Fiir jede Klassenstruktur 6 = (C, ,..., C,) von G, die von 
6 aufgespannte Verzweigungsstruktur G und V 6 S, ist 
d v(c,:A --+&I, ‘B= (3;U’lW I VER,X}, 
eine scharf einfach transitive Permutationsdarstellung von A = Gal( Q/Q) in 
die symmetrische Gruppe SB von 23. 
Beweis. Da der Charakter c: /i -+ 2 x aus Satz 2.2 surjektiv ist, operiert 
dyc4)(A) transitiv auf ‘8 Gilt V(@“)) = I’((%‘(‘)) fur 1, XEA, so ist 
6 := 11-l ein Element der Fixgruppe /1 v(a) von V((c), welche wegen 
V(Q?c’d)) = V(W) fur v E R,” gleichzeitig der Kern der Permutations- 
darstellung d,(G,, ist. l 
Den Index des Kerns ne der Permutationsdarstellung d,(,, 
e(V(6)) := (A: A’) 
nenne ich den Einheitswurzelindex von V(G). Dieser hlngt von 6 und V 
ab! 
FOLGERUNG 5.2. Sind 6 = (C, ,..., C,) eine Klassenstruktur von G, 
G = ((Cl,..., C,)), gg N u (0) und V< S,, so gilt 
li( V( 6)) = e( V( 65)) li( V(6)). 
Beweis. Aus A y(6) = Kern(dvtB,) folgt li( V(6)) = pi( V(W)) fur v E R,” . 
Damit ergibt sich obige Gleichung aus Bemerkung 5.1. 1 
Den Fixkiirper von /1’ bezeichne ich mit k’, wegen A’ < /1’ ist kc/Q eine 
abelsche Klirpererweiterung vom Grad e( V(G)). Weiter seien K’ ein eigent- 
lither Delinitionskorper und gleichzeitig ein Delinitionskorper der -- 
V-Verzweigungsdivisoren von N/K und k’ der Konstantenkijrper von K’. -- 
Dann ist R/Ki galoissch mit einer zu Gal(N/K) x Gal(K/K’) isomorphen 
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Galoisgruppe. 1st daher 3 = (pi ,..., -- 0,) E $($) ein zulassiges Erzeugenden- 
system von N/K, d.h. ist Kern(a) = Gal(M/N), so gilt A(a) = 3 fur die Klasse 
3 E 3:(C) von 3 und jedes 1 E Gal(o/k’). Nach Satz 2.2 ist dann c;‘($\ kon- 
jugiert zu cj fiirj = l,..., s, woraus C. = C$‘, und dVcG)( I’(a)) = I’(a) folgen, 
d.h. es ist AEA v(a) = ,4’. Damit ist’gezeigt: 
BEMERKUNG 5.3. 
-- 
Sind NJK eine Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe 
G und der Verzweigungsstruktur 6, K’ ein eigentlicher Definitionskiirper und -- 
ein Definitionskiirper der V-Verzweigungsdivisoren von N/K, so enthiilt K’ 
den durch 6 und V bestimmten Kiirper k’ = a”‘. Dabei ist k’/Q eine abelsche 
Kiirpererweiterung vom Grad 
(ke: Q) = e( V(G)). 
Im Speziaifall V= 1 folgt obige Bemerkung such aus einem Satz von 
Shih ([15, Prop. 91 bzw. [lo, Satz 4.81). FaBt man Satz 4.5, Folgerung 5.2 
und Bemerkung 5.3 zusammen, so ergibt sich: 
-- 
SATZ 5.4. Es seien N/K eine Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe G, 
der Klassenstruktur 6 und der Verzweigungsstruktur 6 und KJQ ein -- 
aufgeschlossener Definitionskiirper der V- Verzweigungsdivisoren von N/K. 
Gilt dann J&(p) ftir ein p E P,(K/Q), so gibt es einen eigentlichen -- 
Definitionskbrper K’ > K von N/K mit 
(K’: K’) < I;( V(E)), (K’: K)=e(V(/(6)), 
wobei K’ = K @OO k’ ein abelscher Erweiterungskiirper von K ist. 
FOLGERUNG 5.5. Gilt neben den Voraussetzungen zu Satz 5.4 noch 
lL( V(C)) = 1, so ist der maximal abelsche Erweiterungskorper Qab von Q 
eigentlicher Definitionskiirper von RfK. 
Im Falle g = 0, s = 3 ergibt sich die Folgerung 5.5 (mit V = 1) such aus 
einem Satz von Belyi [ 1, Th. 11, im Falle g = 0, s < 6 wurde sie fiir nicht 
abelsche einfache Gruppen such von Thompson [16] fur “starre” 
Klassenstrukturen 6 bewiesen. (Diese Voraussetzung ist etwas starker als 
l’(C) := l;(a) = 1.) 
Unter Verwendung einer darstellungstheoretischen Version obiger 
Folgerung [l, Th. 23 konnte Belyi in [l] und [2] zeigen, da13 alle 
klassischen einfachen Gruppen iiber Qab( t) als Galoisgruppen realisiert 
werden konnen. Dasselbe gilt aber such z.B. fur die Mathieugruppen M,, 
und M,, (siehe [9, lo]), M,* (siehe @3), M,, und M,, (siehe [7]). 
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6. TOPOLOGISCHE AUTOMORPHISMEN 
Im Paragraphen 4 wurden Delinitionskorper bzw. eigentliche -- 
Definitionskiirper einer Galoiserweiterung N/K nur unter den 
Erweiterungskorpern eines vorgegebenen Delinitionskorpers der V-Ver- -- 
zweigungsdivisoren K/Q von N/K gesucht; hier wird diese Suche 
ausgedehnt auf alle Erweiterungskorper von Q, die Delinitionskorper der -- 
I’-Verzweigungsdivisoren von N/K sind. Dazu sind noch die Elemente der 
Gruppe H : = Aut(K/Q) zu beriicksichtigen, die die Menge S = {FL,..., p,} 
wie Elemente von V permutieren, die entsprechende Untergruppe von H sei 
und beige Gruppe der V( S)-zuliissigen topologischen Automorphismen von 
1% Diese ist eine endliche Gruppe, falls weder g = 0, s = 2 noch g = 1, s = 0 
gelten [lo, Lemma 2.11. 1st K/o ein rationaler Funktionenkiirper (g = 0), 
so operiert HsPGL,(&P) auf lP’(K/&h) scharf dreifach transitiv, folglich ist 
im Falle g= 0, s= 3 die Gruppe H,CS;, unabhangig von .$ weshalb ich 
dann m der Regel H, statt HvCSj, schreibe. 
H vCsj besitzt vermoge PVC jj : = q(ej) die Permutationsdarstellung 
h,: Hvcs, + V6 S,, &&:,I,) 
in die symmetrische Gruppe S,; diese ist treu, wenn g = 0 und s >/ 3 gelten. 
Jede Fortsetzung 0 von q E HvCSI auf &? = ii;l, ist ein Automorphismus 
von H/O und bestimmt durch 
- - 
h”(q):Gal(M/K)=n+n, - --’ Y++?Y? 
ein von q abhlngiges Element z(q) von Aut(n) bzw. ein von der Fortset- 
zung unabhangiges Element h(q) in Out(Z7) = Aut(n)/Inn(Z7). Damit 
operiert q E H,,, analog zu A E ,4 auf 3,,(G) vermiige 
k&d: 3,,(G) -+3,,,(G), 
3 = (PI ,-.., fJs)++9(3) = (e-blL 9(as)), 
r?(pi) = h”(V)(Bi) Kern(a) fur i = l,..., 2g, 
t?(q) = hWj) Kern(a) fur j = l,..., s. 
BEMERKUNG 6.1. Die Operation 
ho(v): 3B.s + 3g.o 3-m := ii(3) 
von q E H,,, auf 3:,, ist wohldefiniert. 
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Beweis. Fur verschiedene Fortsetzungen ij und $ von q E H,Cs, ist 
r(q) h”(q)-’ ein innerer Automorphismus von l7. 1 
Die Operation h, von HvCs, auf $JG) hat gegentiber der Operation do 
von LI auf $JG) den Vorteil, daI3 man ihre Bahnen explizit berechnen 
kann. HHufig geniigt der folgende Satz: 
-- 
SATZ 6.2. Sind K/a ein algebraischer Funktionenkiirper, N/K eine 
auJerhalb S = { ji , ,..., ii, > unverzweigte Galoiserweiterung mit der Gruppe G 
und der Klassenstruktur (5 = (C,,..., C,) und ist q E Hvc3) mit h,(n) = co, so 
ist das Bild n(s) von 3~3$) unter ho(n) Element von 3fb(Coc1,,..., C,,,,), 
insbesondere operiert H,,, auf 3:( V(E)). 
Der Beweis wird gefiihrt, indem man q E H,,, zu @taut mit 
8= R @o @ fortsetzt und die Bilder der erzeugenden Homotopieklassen 
P_,,..., ps der topologischen Fundamentalgruppe 9(g, s) (vergl. 01) der in 
s = {$ E P(@C) I #?/ii, @ E s} gelochten Riemannschen Flache von B unter 
4 bestimmt. Dies wird an anderer Stelle im Einzelnen auseinandergesetzt.’ 
Fiir g = 0, s = 3 ergibt sich dabei konkret (siehe such [ 10, Zusatz 3.51): 
ZUSATZ 6.3. Gilt neben den Voraussetzungen zu Satz 6.2 noch, da0 K/a 
ein rationaler Funktionenkiirper und S = (@, , &, ii,> sind, dann ist 
hs: H”(S) --, S3 eine treue Permutationsdarstellung, und die Urbilder n der 
erzeugenden Permutationen (123) (12) der S, unter h, bilden 
jj= (a,, CT*, ~T~)E~~(O;) ab auf 
r1(3) = (a27 (73,fJl) fir h,(n) = (123), 
16) = (Ola*a;‘Y Cl, 03) fiir h,(n) = (12). 
Die Anzahlen der Bahnen in 3:( V(c)), 39 V(G)) bzw. 3;( V(G)) unter 
:$;b 1 S)) 
bezeichne ich im folgenden mit I:( V(fX ) s)), ri( V(G ( S)) bzw. 
o d 
bgzw. r”( V( 6)). 
er im Fall g = 0, s = 3 such kurz mit P( V(c)) bzw. T( V(G)) 
Von nun an setze ich voraus, dalj Hvcs, eine endliche Gruppe ist, was 
nach obigem fiir 2g + s > 2 der Fall ist. Dann ist die von HvcBj und n(K) = 
Gal( K/K) fur einen festen Detinitionskorper der V-Verzweigungsdivisoren -- 
K/Q von N/K erzeugte Untergruppe B von Aut(@Q) ein semidirektes 
Produkt abgeschlossener Untergruppen: 
F-H Y- v(s) >Q 40 
1 B. H. Ma&at: Topologische Automorphismen in der konstruktien Galoistheorie, erscheint 
demnichst. 
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Da nach den Bemerkungen 6.1 und 4.1 sowohl H,(S) als such A(K) g A auf 
3&(G) operieren, ist fiir jedes 5 E 3 das Bild c(3) fiir 3 E 38,,(G) deliniert, 
und es sind 
E;:= (5631 &)=q($), rpEOut(G)}, 
q:= (5EEJ &)=jj 
abgeschlossene Untergruppen von ti 
-- 
SATZ 6.4. Es seien K/Q ein algebraischer Funktionenkiirper vom -- 
Geschlecht g und N/K eine auaerhalb S, ISI = s, unverzweigte Galoiser- 
weiterung mit der Gruppe G und dem zuliissigen Erzeugendensystem -- 
3 E 3,(G), und es gelte 2g -I-S > 2. Besitzt NfK einen Definitionsktirper der 
V-Verzweigungsdivisoren K/Q und ist der Fixkiirper L” von .Y; -- 
aufgeschlossen, so gibt es einen Definitionskiirper p von N/K? fir dessen 
Konstantenkijrper F gilt: 
(P: Q)q(v(G 1 S)). 
-- 
p ist Definitionskiirper der V- Verzweigungsdivisoren von NfK. 
Beweis (vergleiche [ 10, Satz 3.4 mit Satz 2.51). Nach Voraussetzung ist 
die Klasse 3 von 3 in 3;( V(6)) unter allen 5 E E; invariant, folglich ist N/L” 
galoissch. Da L” ein aufgeschlossener FunktionenkGrper ist, sein Kon- 
stantenkiirper sei p:“, gilt nach Satz 1.4 
-- 
Gal(R/L”)rGal(N/L”) >a Gal(t”/L”) 
mit L” = L” @my 0. Bezeichnet man mit p den FixkGrper eines Kom- -- 
plements aa zu Gal(N/L”) in Gal(N/L”) und mit p den Fixkiirper der von 
G und d” erzeugten Gruppe, so gelten m = p @p 0, R= p Qp 0 wegen 
Gal(R/&) = G >a aa, und es ist p/p eine regullre Kiirpererweiterung. -- 
Folglich sind i?“ und k Definitionskiirper von N/K, und es ist p 
Delinitionskiirper der V-Verzweigungsdivisoren von R/i?, da alle l E ,T; auf 
5 wie Elemente von V operieren. Die behauptete Ungleichung ergibt sich 
mit L:= 0 OoRgaus 
(k:Q)<(E q/(P: Z) < I;( V(e5 1 S)). 1 
Bevor ich einen entsprechenden Satz iiber eigentliche Delinitionskijrper -- 
von N/K formuliere, fiihre ich wieder eine Zusatzbedingung ein: Ich sage, 
ein Delinitionskiirper der V-Verzweigungsdivisoren K/Q von ii’/R erfiillt 
die Normalisatorbedingung ,yG(p) fiir p E P,(K/Q), wenn AQp) gilt und 
iiberdies im Fall p E S der Primteiler p E P(&a) von p Fixpunkt unter der 
Operation von HvCb) ist. 2G(p) ist also unter anderem dann erfiillt, wenn 
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es einen in N/K unverzweigten Primdivisor p E P,(K/Q) gibt und Z(G) ein 
Komplement in G be&t. 
SATZ 6.5. Es seien K/# ein algebra&her Funktionenkiirper vom 
Geschlecht g und N/K eine auperhalb s, \%I = s, unverzweigte 
Galoiserweiterung mit der Gruppe G und dem zuhissigen Erzeugendensystem -- 
3 E 3,(C), und es gelte 2g + s > 2. Besitzt N/K einen Defmitionskiirper der 
V-Verzweigungsdivisoren K/Q, gilt .&(p) fiIir ein p E P,(K/Q) und ist der 
Fixkiirper L’ von qf aufgeschlossen, so gibt es einen eigentlichen 
Definitionskiirper i3’ von R/i?, der zudem Definitionskiirper der 
V- Verzweigungsdivisoren von m/K ist, ftir dessen Konstantenkiirper t? gilt: 
(f’: k’) <T;( V(a: ( s)), (ke: Cl) = e( V(G)). 
Dabei ist k’ der in Bemerkung 5.3 beschriebene abelsche Erweiterungskdrper 
von Q. 
Beweis. Nach Bemerkung 5.3 geniigt es wegen k’ <p und 
Fi(V(G I s)) = e(V(Gi)) Ti(V((r: I s)) 
zu zeigen, daB (k”‘: Cl) < Ti( V(S I s)) gilt. Dies ist der Inhalt von Satz 5.4 in 
[lo], falls Z(G) ein Komplement in G besitzt. 
Es bleibt der Fall, da13 2G(p) fur ein p E S gilt. Dann ist nach Vorausset- 
zung 13 Fixpunkt unter den Operationen h, von H,+, und d, von A(K), 
also such unter der Operation der Gruppe pi, deren Fixkorper L’ den 
Konstantenkorper k7’ besitze. Also ist B Primteiler eines q E P(L’/& mit 
d(q) = 1, insbesondere ist in diesem Fall Lyk”’ stets aufgeschlossen. Da x/L’ 
galoissch ist, ist die Galoisgruppe Gal(R/L’) nach Satz 1.4 ein semidirektes 
- -i Produkt von Gal(N/L ), L’ := L’ Op &e, mit einer zu Gal(L’/L’) 
- -i isomorphen Gruppe d”‘: Gal(N/L’) = Gal(N/L ) x d”‘. Fur die Fixkiirper ii@ 
von d”’ und L? der von d”’ und G erzeugten Untergruppe von Gal(R/L’) 
gelten p QE 0 = m und p Qp &p = i? wegen Gal(R/p) = G M d”‘. pftt’ ist 
ein aufgeschlossener Funktionenkorper, da q in p/Li voll verzweigt ist, 
und der Primteiler $ E P(p/K’) von q erfiillt wegen p/p die Bedingung 
J&p). Da die Elemente cl der Gruppe zj auf 5 wie Elemente o E V -- 
operieren, ist p Delinitionskorper der V-Verzweigungsdivisoren von N/K. 
Damit sind fiir p/R’ alle Voraussetzungen zum Zusatz 4.5 von Satz 4.3 in 
[lo] nachgewiesen. Da iiberdies jedes 8~ Ji auf G durch Konjugation als 
innerer Automorphismus operiert, stimmen im Beweis zu Satz 4.3 in [lo] 
die K&per F, und Fz iiberein, so da13 aus Zusatz 4.5 mit Satz 4.3a jeweils -- 
aus [lo] folgt: p ist ein eigentlicher Delinitionskiirper von N/K. Die 
angegebene Gradabschatzung ergibt sich mit L = Q @o R” aus 
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Die Zusatzvoraussetzung, dab L” bzw. L’ ein aufgeschlossener 
Funktionenkijrper ist, ist zum Beispiel im Fall g= 0, s = 3 stets erfiillt, 
allgemeiner gilt: 
ZUSATZ 6.6. Die Fixkiirper L” von Zf und L’ von .Zi sind aufgeschlossene 
Funktionenkiirper, wenn eine der heiden folgenden Bedingungen erfiillt ist: 
(a) V besitzt mindestens einen Fixpunkt. 
(b) Es ist g = 0 und mindestens eines der Transitivitiitsgebiete von V 
hat ungerade Lange. 
Beweis. Unter der Bedingung (a) existiert ein p E .%, das Primteiler 
eines p E P(L”/p) mit d(p) = 1 ist, also ist L”/I? aufgeschlossen. Unter der 
Bedingung (b) gibt es ein p E g, das Primteiler eines p E P(La/p) ist mit 
d(p) = 1 mod 2. Wegen g(L”) = 0 ist La,@ ein rationaler Funktionenkor- 
per. Dieselbe SchluDweise ergibt, dal3 dann in beiden Fallen such p/p 
aufgeschlossen ist. 
Der entsprechende Beweis fiir L’//? und i?,@ ergibt sich, indem man 
La/p durch L’IK’ und p/p durch E/p ersetzt. 1 
Zu den Gruppen, die bisher nur unter Verwendung von Satz 6.5 als 
Galoisgruppen iiber Q(t) nachgewiesen werden konnten, gehiiren unter 
anderem die Gruppen PSL,([F,) fiir p $ +l mod 24 [ 10, Beispiel 5.63, 
PSL,(IF,) [ 10, Satz 8.51 und J, [7]. 
7. REALISIERUNG DER GRUPPEN PSL,(ff,) ALS GALOISGRUPPEN 
In diesem Paragraphen seien G = SL,( IF,) und G* = PSL2( F,) mit q = fl 
Eine Klassenstruktur (r = (C,, C,, C,) von G heil3e hier kurz parabolische 
Klassenstruktur, wenn mindestens eine der Klassen Cj, j E { 1, 2, 3 }, 
parabolische Elemente enthalt. 
BEMERKUNG 7.1. Es sei 6 = (C,, CZ, C,) eine Klassenstruktur von 
G = SL,(IF,) mit 3((E) # @, dann gilt: 
(a) Ist p= 2 oder ist 6 eine parabolische Klassenstruktur, so ist 
l’(6) = 1. 
(b) Sind p # 2 und 6 keine parabolische Klassenstruktur, so ist 
P(6) = 2. 
Beweis. In den Fallen p= 2 sowie p # 2 bei nicht parabolischer 
Klassenstruktur a folgt der Beweis sofort aus [8, Theorem 31. Weiter ist 
im Fall p # 2 bei parabolischer Klassenstruktur entweder 3((E) = @ oder 
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V(E) + r’(V) = 2, wobei w  ein quadratischer Nichtrest modulo p ist, 
woraus wegen Zi(CS) = ii(U) folgt ii(a) E { 0, 1). 1 
Ich werde mich hier fur p # 2 mit den parabolischen Klassenstrukturen 
6, : = (C,,, C,, C,), 6: : = (C,, Cb, C,) befassen, wobei C, die das Element 
01 := (:, :, enthaltende Konjugiertenklasse, c;= c; die von C, 
verschiedene Klasse von Elementen p-ter Ordnung und C, eine Klasse von 
Elementen der Ordnung n sind. Die Elemente der Menge 
z*:= {~,EG/o,=(~x J,xd,) 
bilden ein Reprasentantensystem der Elemente p-ter Ordnung aul3erhalb 
des Zentralisators CG(cl) unter Konjugation mit Elementen aus C,(o,). 
Dabei ist 02(x) : = ( 2, y) Element von C, genau dann, wenn x Quadratzahl 
in IF,” ist. In Analogie zum quadratischen Restsymbol schreibe ich 
0 X 4 = 1 fur xE(F,“)*={y21yEFgX), 
0 4 X =- 1 fiir XE 5; \(lF: )*. 
Nach einem Satz von Dickson [6, Chap. 2, Th. 8.41 ist (cr,, cr2(x)) = 
SL,(F,(x)) mit Ausnahme von x2 = -1 bei p = 3. Daher ist bis auf diesen 
Ausnahmefall a= ((ri, b2(x), a3(x)) mit (~~(x)-l := cr1c2(x) fur XEF, ein 
zullssiges Erzeugendensystem der Gruppe G = SL,( F,), wenn F, = F,(x) 
gilt, und es bleibt festzustellen, welche Ordnung a,-Jx) : = e3(x)-l = (‘--,” :) 
in G besitzt. Dazu bilde ich die n-ten Potenzen 
von fro(X) = (‘1; i) E SL,(Z[X]). 
BEMERKUNG 7.2. Fiir b,(X) E Z [X] gelten 
(a) die Rekursionsformel 
b,+,(X)+(X-2)b,+,(X)+b,(X)=O 
mit b,,(X) = 0, b,(X) = 1 und 
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(b) die Produktformel 
n-l 
km = n (2 - i& - i,’ - X) 
“=l 
mit einer primitiven 2n-ten Einheitswurzel iZ,, E &e. 
Beweis. Das charakteristische Polynom von a&%!) ist f(Y) = 
Y2 + (X-2) Y+ 1, hieraus folgt (a) mit den bereits angegebenen 
Anfangswerten. 
Wegen co(X) =O, cl(X) = -X ist c,(X)= -Xb,(X), und fiir jede 
Nullstelle < E 0 von b,(X) ist c,(l) = 0. Analog ergibt sich aus 
a,(X) = -B,,(X) + d,,(X) nun a,({) = d,(r) und damit a,(e) E { 1, -l}, d.h. 
a$(<) ist die Einheitsmatrix. Folglich ist 
Spur(dt)) = G, + k” = 2 - 5 
mit einer primitiven 2n-ten Einheitswurzel cZn und einem v E {l,..., n - 1 }. 
Wegen Grad(b,(X)) = n - 1 ist (2 - [$ - [,’ 1 v = l,..., n - 1 } die Menge 
aller Nullstellen von b,(X). j 
Durch Formel (a) ist es moglich, erzeugende Polynome der maximal 
reellen Teilkorper Q, (“1 der n-ten Kreisteilungskiirper &I(‘) rekursiv zu 
bestimmen, aus (b) ergibt sich: 
BEMERKUNG 7.3, Es seien p eine Primzahl mit p /2n, ;/; ein Primdivisor 
von p in OyJ mit Restklassengrad f und x die Restklasse von 5 = 2 - [,, - in- ’ 
in 5, = &p!“)/b. Dann gelten fir die Klassenstrukturen 6, = (C,, C,, C,,), 
aA= (C,, Cp, C,) mit C,, = [a<‘(x)] und die von ihnen aufgespannten 
Verzweigungsstrukturen 6,= ((C,, C,, C,)), Gh = ((C,, C,, C,)) der 
Gruppe G=SL,([F,) ftir qf9: 
(a) W,)=f(l+(~)), l’(qJ = ; ( 0) 
l- x 
4 ’ 
Beweis. Im Fall (;) = 1 sind nach obigem /‘((I,) = 1, r’(&A) = 0, woraus 
wegen e(G,,) = e(GL) = cp(n) (Einheitswurzelindex) sowohl (a) wie such (b) 
folgen. Im Fall (;) = - 1 wird analog geschlossen. Durch Diagonal- 
automorphismen von G werden C, und CL, durch Korperautomorphismen 
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von G je f der Klassen von Elementen der Ordnung n zyklisch vertauscht, 
folglich sind P(6,) = (1/2f) r’(G,,), 1”(6;) = (1/2f) li(Gk). a 
Aus Bemerkung 7.3 mit den Satzen 4.3 und 5.4 ergibt sich: 
SATZ 7.4. Es seien N/Q(t) eine Galoiserweiterung mit der Gruppe 
G = SL,(IF,) und der Verzweigungsstruktur 6, bzw. Sk, E der Fixkiirper von 
Z(G) mit Gal(,?/Q(t))zG* = PSL,(E,) und Q(t) Definitionskiirper der 
Verzweigungsdivisoren von N/O(t). Dunn gelten 
(a) Zst Z die Zerlegungsgruppe von fi/p in Qp!n)/qpP, so ist (Qp))= 
Definitionskorper von n/O(t) und z/ia( t). 
(b) Qp)(,@), p* = (- l)(P- ‘)” p, ist eigentlicher Definitionskiirper 
von L/Q(t). 
Beweis. Fur ein zulhsiges Erzeugendensystem 3 E 3( G,,) bzw. 3 E 3( Gk) 
von R/O(t) ergibt sich k”= (Qy))” als der Fixkijrper der Gruppe na im 
Beweis zu Satz 4.3, und K” = k”(t) ist Definitionskorper sowohl von N/b(t) 
als such von E/Q(t). 
Nach Bemerkung 5.3 ist der Fixkorper k’ von ne = Kern(d,J bzw. 
ne= Kern(d,;) der K&per Qy)(@). Daraus folgt (b) nach Satz 5.4 
wegen Z(G*)= 1. 1 
ZUSATZ 7.5. Gilt neben den Voraussetzungen zu Satz 7.4 noch, da13 +i/p 
triige ist (Z = Gal(CP)/Q)), d ann ist Q(t) Definitionskorper von L/Q(t), und 
fk die galoissche Hille L des regularen Erweiterungskiirpers La/Q(t) mit 
L”@QO=List 
Beweis. Nach Zusatz 4.4 gilt G* 9 Gal(L/Q( t)) < PF’L2( IF4) mit 
G* = PSL,( IF,), PfL,( F,) g Aut(PSL,( IF,)). Da der Fixkorper k(t) von G* 
ein eigentlicher Detinitionskorper von L/l&e(t) ist mit (k: a)< 
lOut( = q(n) und nach Bemerkung 5.3 gilt (k: Q) 2 (ke: Q) = q(n), sind 
k=k” und Gal(L/Q(t))zPTL,(IF,). 1 
BEMERKUNG 7.6. Es seien p eine Primzahl mit p j 2n, fi ein Primdivisor 
von p in Qp!“) und die Restklasse x von < = 2 - [,, - ii1 sei kein Quadrat in 
IF, = 6Jp!n)/& Dunn gilt ftir die Verzweigungsstruktur GL = ((C,, Cb, C,)) mit 
C,= [o;‘(x)] der Gruppe SL,(IF,) und V= ((12)) 
Beweis. Nach Bemerkung 7.3 ist li(Gk) = q(n) = e(Gk), woraus sich 
524 B. HEINRICH MATZAT 
wegen V(GA) = Gh und V(6.I) = (C,, C’ , C,) u (Cb, C,, C,) ergibt 
e( V(Gi)) = iv(n). Nach Satz 6.2 ist weiter f (v&)) = 1, damit folgt die 
Behauptung aus Satz 6.5. 1 
-- 
SATZ 7.7. Es seien N/Q(t) eine Galoiserweiterung mit der Gruppe 
G = SL,( (F,) und der Verzweigungsstruktur 6:, E der Fixkiirper von Z(G) 
mit Gal(i;l&P(t)) z G* = PSL,(IF,) und Q(t) Definitionskiirper der 
V-Verzweigungsdivisoren von z/o(t) ftir V= (( 12)). Dann ist ‘Ill?) eigent- -- 
lither Definitionsk6rper von L/Q(t). 
Beweis. Nach Bemerkung 7.6 und Satz 6.5 existiert ein eigentlicher 
Definitionskorper p von L/O(t) mit (k”‘: Q)< iv(n). Da k”’ nach 
Bemerkung 5.3 den Fixkorper k’= &I?) von Kern(d,& umfaDt und 
(ke: Q) = tcp(n) gilt, stimmen k”’ und k’ i&rein. 1 
AbschlieDend will ich den Spezialfall Qy) = Q hervorheben, der genau 
dann eintritt, wenn n E {2,3,4,6} ist. Nach Bemerkung 7.3 gibt es zu den 
Verzweigungsstrukturen S; bzw. S; bzw. Gi bzw. G;k genau dann 
Galoiserweiterungen R/&P(t) mit der Gruppe G = SL,(IF,), wenn ($) = -1 
bzw. (t) = - 1 bzw. ($) = -1 bzw. (i) = -1 gelten, d.h. nur zu S; fiir 
(;)= -1 und zu 6’4 fur ($)= -1. Fur die Fixkiirper L von Z(G) mit 
Gal(i;lQ(t)) = PSL,(lFp) ist Q nach Satz 7.7 eigentlicher Definitionskiirper, 
d.h. es gibt zumindest fur p f +l mod 24 Kiirpererweiterungen L/Q(t) mit 
der Galoisgruppe PSL,(IF,) (siehe such Beispiel 5.6 in [lo]). Dasselbe lPf3t 
sich bisher fiir die Kiirpererweiterungen N/Q(t) mit Satz 6.5 nicht zeigen, 
da Z(G) kein Komplement in den Normalisatoren der zyklischen 
Untergruppen vom Typ Z, bzw. Z, in G besitzt. 
8. REALISIERUNG DER M,, UND MI2 ALS GALOISGRUPPEN EMBER Q 
Bisher war es mir nur elungen, die Mathieugruppen M,, und M,, als 
Galoisgruppen iiber Q( &) und Q(.,/?l) nachzuweisen (siehe [9] 
und [lo, $91). Hier wird gezeigt, da13 es Funktionenkiirper N/Q(t) mit den 
Gruppen MI, und such M2* gibt, fiir die Q eigentlicher Definitionskorper 
ist. 
Es sei zunachst G = MI2 und Q; die Klassenstruktur & = (C,,, C,,, C,,), 
wobei die Elemente der Klasse C,, in der Permutationsdarstellung 
zwiilften Grades von G als die Dreifach-Dreizyklen und diejenigen der 
Klasse ChR als die Doppel-Sechszyklen charakterisiert sind. Aus der 
Charaktertafel der M,, in [S] ergibt sich fiir die Strukturkonstante m(6) = 
m(C,,, CsA, C,,), detiniert durch 
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m(a) = 24. Nach Bemerkung 1 in [9] ist 
woraus wegen IC,(cr,)l = 12 und C&l = CeA, was beides aus der Charakter- 
tafel abzulesen ist, l’(c) Q 2 folgt. 
BEMERKUNG 8.1. Fiir die Klassenstruktur (5. = (C3A, CjA, ChA) der 
Gruppe M,, gelten 
ri(K) = 2 und l”(a) = 1. 
Beweis. Es sei (crI, c2, 03) ein Tripe1 von Elementen der Gruppe 
G = MI2 mit (rl E C3A, CI~ E C3A, (r3 E C,, und g1 0203 = 1. Dann gelten fur 
die Gruppe U= (cl, 02) in der Permutationsdarstellung zwijlften Grades 
von G und cp E Aut(G): 
(Ul) U besitzt mindestens zwei Konjugiertenklassen von Elementen 
dritter Ordnung mit verschiedenen Permutationstypen. 
(U2) U wie such cp( U) ist entweder transitiv oder intransitiv mit 
zwei Transitivitatsgebieten der Lange sechs. 
Es folgen (Ul ) sofort aus 0: = : c4 E C3B (Vierfach-Dreizyklen) und (U2) 
aus a3E U und cp(a,)EChA. 
Die maximalen Untergruppen und deren Transitivitltsgebiete entnehme 
ich [3], diese sind 
mit IGJ = 192; dabei ist A . B eine Erweiterung der Gruppe A mit der 
Gruppe B. Offenbar erftillen Untergruppen von PS&( [F,,), M, 1, Z, x S, 
und G2 nicht die Bedingung (Ul), Untergruppen von M,, . Z,, Mg. S, 
und Ms. S4 nicht die Bedingung (U2), so dal3 Ud A, x S3 oder U= M,, 
gilt. 
Unter der Annahme U< A, x S, folgte zunlchst U < A, x Z,, da es 
keine zullssigen Erzeugendensysteme (7, , z2, z3) der Gruppen S, und Z, 
gibt mit exp(rj)/3 fur Jo { 1,2} und exp(z,)/6; dies fiihrte wegen 18/I UI zu 
U = A4 x Z3 % CG(a4). Waren nun U=A,xZ, und (a1,a2,a3) ein 
zulassiges Erzeugendensystem von U, so waren ( a1 ) und (al) auf Grund 
ihres Permutationstyps als Tragheitsgruppen von Primteilern von PI und 
$j2 in U konjugiert, und die drei iibrigen Konjugiertenserien von 
Untergruppen der Ordnung 3 von U wiirden von Elementen aus C,, 
erzeugt. Wegen U = ( a1, a*) ware dann (a, ) weder Normalteiler von U 
noch Untergruppe des Normalteilers A, von U. Da die beiden iibrigen 
481/96/2-14 
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Konjugiertenserien von Untergruppen der Ordnung 3 von U in 
A, x S3 GM,, konjugiert sind, folgte unter obiger Annahme C,, = CXB! 
Es ist also (ol, cr2, g3) ein zulassiges Erzeugendensystem der Gruppe 
M,*, woraus sich ergibt 
1 
WI = ,C,(a,), WV = 2. 
Da der Beweisgedanke zum zweiten Teil der Behauptung such fur andere 
Beispiele von Nutzen ist, werde ich diesen in einer gesonderten Bemerkung 
formulieren. Dazu seien Aut vce,W = b E Aut(G) I cp( VW:)) = VW)), 
Out v&G) = Aut ,,,,(G)/Inn(G) und Out Y(GJ(G) = Aut ,,,(G)/Inn(G) mit 
Aut,(,,(G) aus 94. 
BEMERKUNG 8.2. Sind 6 bzw. 6 eine s-gliedrige Klassenstruktur bzw. 
Verzweigungsstruktur oon G und ist V < S,, so gelten 
Der Beweis zu Bemerkung 8.2 ergibt sich sofort aus der Feststellung, da13 
jedes cp E Aut vca,(G) bzw. cp E Aut ,,(Gj (G) mit q(3) = 3 fiir 3 E 36,J G) ein 
Element von Inn(G) ist. 
Da fiir G = Ml2 und & = (CjA, C3A, C,,) gelten Au&(G) = Aut(G) und 
[Out(G)/ = 2, folgt aus Bemerkung 8.2 sofort der zweite Teil von 
Bemerkung 8.1. a 
Wegen I”(&) = 1 liegt es nahe, die Gruppe Ml2 in ihre Automorphismen- 
gruppe Aut(M,,) =: G einzubetten und in G die Klassenstruktur 
& = (cZc, c,, , c,,,) zu betrachten (in der Notation der Charaktertafel 
von G in Tabelle I). 
BEMERKUNG 8.3. Fiir die Klassenstruktur 5 = (e,=, e3A, c,,,) der 
Gruppe G = Aut(M,,) gelten 
,i(S) = 1 und P(&) = 1. 
Beweis. Sind Z1 E cZc, C*E c,, und Z:3~ c,,, mit d1g.2e.3 = I, so ist 
J := (Zi, dZ, Z3) ein zullssiges Erzeugendensystem einer Untergruppe 0 
von G. Es seien nun #/a(y) eine auBerhalb 5 = {f , , &, @, } unverzweigte 
Korpererweiterung mit der Galoisgruppe 8 und dem zulksigen Erzeugen- 
densystem 3 sowie 1 der Fixkorper von U : = Gn 0. Fur die 
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-- 
Trlgheitsgruppe I?,(‘@/@) von Q E B(z/Q) in N/Q(y) und U,($/P) in R/L 
gilt 
Folglich ist fiz in L@(y) zerlegt: cj2 = ij, jjz, und @, sowie ij3 sind in 
t/&a(y) verzweigt: flX = pi. Wegen c:2 E C,,, 5; = I und 5: E C,, besitzt U 
ein zullssiges Erzeugendensystem 3 E 3( CLA, $‘,, , C,, ), also sind U = G 
nach dem Beweis zu Bemerkung 8.1 und U = G wegen d, 4 G. 
Auf Grund von z’& = c,,, und IC&cX)l = 12 folgen aus m(&) = 12, was 
sich aus der Charaktertafel von G (Tabelle I) berechnen hi&, P(E) = 
(l/lC,(z,)l) m(&) = 1 und I”(&) = 1 wegen 0 < P(&) < li(&). l 
-- 
SATZ 8.4. (a) Es gibt genau einen Kiirper N/Q(t) mit der Galoisgruppe 
M,* und der Verzweigungsstruktur 6 = ((C,, , C,, , C,,)), der a@erhalb 
S = {p,, fiZ, $5,} C P(&P(t)/O) unoerzweigt ist. 
(b) Es gibt einen regultiren Erweiterungskiirper N/Q(t) mit der 
Galoisgruppe M,, und der Verzweigungsstruktur 6. 
Beweis. Nach Bemerkung 8.1 ist I”(G) = P(E) = 1, also folgt Satz 8.4(a) 
aus der Hurwitz-Klassitikation. 
Nach Bemerkung 8.3 gibt es eine Galoiserweiterung N/a(y) mit der 
Gruppe G = Aut(Mrz) und der Verzweigungsstruktur B = 5 mit li((%) = 1. 
Sind die in g/&p(y) verzweigten 6 E P(a(y)/Q) so gewiihlt, dag Q(y) 
Definitionskijrper der Verzweigungsdivisoren von N/&p(y) ist, so ist Q(r) 
nach Satz 4.5 such ein eigentlicher Definitionskiirper von n@!(y); es gibt 
also eine regulare Kiirpererweiterung N/Q(y) mit der Galoisgruppe G. Der 
Fixkorper L = NC der Gruppe G = M,2 ist ein rationaler Funktionenkiir- -- 
per, d.h. es ist L = Q(t), und N/L fiir L= L @o 0 besitzt nach dem Beweis 
zu Bemerkung 8.3 die Verzweigungsstruktur 6. 1 
Satz 8.4b 16Dt sich such ohne Umweg iiber die Gruppe Aut(M,,) 
beweisen, indem man 
iTi(V(G))= 1, v= <(12)), 
nachweist und Satz 6.5 mit Zusatz 6.6 benutzt. Bei diesem Weg wird aber 
nicht gleichzeitig die Existenz einer Aut(M,,)-Erweiterung iiber Q(y) 
gezeigt. 
Weiterhin miichte ich hier anmerken, dal3 der Fixkorper einer MI, der 
Erweiterung N/Q(t) aus Satz 8.4(b) nach der Hurwitzschen Relativ- 
geschlechtsformel ein Korper vom Geschlecht Null ist. Kiinnte man zeigen, 
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dal3 dieser ein rationaler Funktionenkiirper ist, so ware damit such die 
Gruppe Ml1 als Galoisgruppe iiber Q(t) realisiert.* 
Fur den zweiten Teil dieses Paragraphen seien jetzt G = M2* und 
G= Aut(M,,) sowie & die Klassenstruktur & = (&, cdc, c,,,) von 6 (in 
der Bezeichnung der Charakterfafel von G in Tabelle II). 
BEMERKUNG 8.5. Fiir die Klassenstruktur & = (zi2B, cdc, elIA) der 
Gruppe G = Aut(M,,) gelten 
t(s) = f”(iQ = 1 
Beweis. Es seien c1 E cZB, d2~ cdc, d, E c,,, mit d,G2d, = 1, 
zi= (a,, a,> und U:= Gna. Sind R//&D(y) eine aul3erhalb 
5 = (Q,, p2, 6,) unverzweigte Galoiserweiterung mit der Gruppe 0 und 
dem zulassigen Erzeugendensystem 3 = (5i, d2, 5,) und L der Fixkorper 
von U in iV, so sind in L/o(y) nur ii1 und ij2 verzweigt: pi =pi, @,=$j:, 
ij3 = ij2ij3. Wie im Beweis zu Bemerkung 8.3 schliel3t man, da13 dann U ein 
zullssiges Erzeugendensystem 3 = (a,, c2, (TV) mit 6, E [6;] = c,, , 
~24l.4~ %41A besitzt. Da c3 E MZ2 ein Doppel-Elfzyklus ist, ist U eine 
Untergruppe von G, die entweder transitiv ist oder zwei Transitivitats- 
gebiete der Lange elf hat. Aus der Tabelle der maximalen Untergruppen 
der M,, in [3] ergibt sich damit, da13 entweder U < PSL2([F,,) oder 
U = M2* gilt. 
Aus U< PSL,(ff 11) folgte sofort U= PSL2(F,,), da 3 offenbar kein 
zullssiges Erzeugendensystem einer echten Untergruppe der PSL,( IF 11 ) ist. 
Wegen cY1 $G bewirkt die Konjugation mit d, einen lul3eren 
Automorphismus auf G und U, da er die beiden Klassen von Elementen 
der Ordnung elf vertauscht, d.h. die Gruppenerweiterung 0 = U. Z, ware 
die Gruppe 0 = PGL,( IF, i). Wegen 5 1 # U ware dann 5, fiinfte Potenz eines 
Elements der Ordnung zehn von 0 < G, woraus Z1 E e,, folgte (Tabelle II) 
im Widerspruch zu 6, E e2,. 
Da nun jedes 3 = (6,) G2, c3) mit Z1 E zizB, g2 E c4=, 6s E c,,,., = c;,i und 
d,e2Z3 = r ein zullssiges Erzeugendensystem von G ist, folgt Zi(&) = 
1”(c) = 1 wie im Beweis zu Bemerkung 8.1 aus IC,(C?~)[ =m(&)= 11, was 
sich wiederum aus der Charaktertafel von G berechnen 1lI.Q (Tabelle 
IV 1 
SATZ 8.6. Es gibt einen reguliiren Erweiterungskiirper N/Q(t) mit der 
Galoisgruppe M,, und der Verzweigungsstruktur 6 = (( CZA, C, ,A, C,,,)). 
2 Dieser Gedanke fiihrt bei der Verzweigungsstruktur ((C,,, CdA, CL,,“)) der MI2 such zur 
Realisierung der Gruppe M,, iiber Q(f), siehe B. H. Matzat und A. Zeh: Realisierung der 
Gruppen M,, und M,* als Galoisgruppen iiber Q, erscheint in J. Number Theory. 
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Beweis. Der Beweis zu Satz 8.6 (ohne Angabe von 6) wird unter 
Verwendung von Bemerking 8.5 genauso gefiihrt wie der Beweis zu Satz 
84(b) unter Verwendung von Bemerkung 8.3. 
Aus dem Beweis zu Bemerkung 8.5 folgt weiter, da13 die 
Verzweigungsstruktur von w-w) entweder 6 oder 6’ = 
((C,,, C1rA, Crr,)) ist. Wegen CllB=C;> sind e(V(G’))=2 und 
e(v(G)) = 1 fur I/= ((23)). Also ist 6 nach Bemerkung 5.3 die 
Verzweigungsstruktur von R/O(t), da Q eigentlicher Dehnitionskorper von 
N/O(t) ist. a 
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